Ejercicios Unidad 4

Probabilidad I 2025-2

Entrega: sibado 14 de mayo

. Sea X una variable aleatoria discreta con funcién generadora de probabilidades dada por

ps

dx(s) = T=0=p)s’

1
para0<p<1l y |s|]<—.
I=p

a) Calcule explicitamente las probabilidades P(X = k) para k = 1,2, 3.

b) Con base en los valores obtenidos, jcudl es la distribucién de la variable aleatoria X7

. Encuentre la funcién generadora de momentos de las siguientes distribuciones:
a) Distribucién uniforme: X ~ Unif(a, b)
b) Distribucién normal: X ~ N (u, 0?)

. Responda las siguientes preguntas usando funciones generadoras de momentos y la férmula de convo-
lucién:

a) Calcule la distribucién de X7 + X3, donde X; ~ Unif(a,b) y X2 ~ Unif(c, d) son variables aleato-
rias independientes.

b) (Es la distribucién de la suma de dos variables aleatorias uniformes independientes también una
distribucién uniforme? Justifique.

¢) Calcule la distribucién de Y; +Ya, donde Y7 ~ N(p, 0%) y Ya ~ N (6, A\?) son vv.aa. independientes.

. Sea X7 ~ Cauchy(0,71) y X2 ~ Cauchy(0,~2) dos variables aleatorias independientes centradas en
cero, donde

1 2
(), i=1,2.

A\T) =
in( ) i $2+7i

a) Demuestre que la variable aleatoria X; + X5 también tiene distribucién Cauchy. Para ello:

= Use la férmula de convolucién para calcular fx,+x,(z) = [*o fx, (t)fx,(z —t)dt.
= Use fracciones parciales para simplificar el integrando.

. Sea X ~ Exp(\) una variable aleatoria continua con funcién de densidad
fx (@) = Ae Mg o) (2),

y sea Y = | X | la parte entera (funcién piso) de X.



a) Recuerde que para una variable aleatoria discreta Y, se tiene:
PY=kKk=Pk<X<k+1).

Use esta definicién para expresar P(Y = k) en términos de la funcién de distribucién de X.
b) Calcule explicitamente P(Y = k) para k € Ny usando la funcién de distribucién acumulada de X.

¢) Simplifique su expresién y muestre que
P(Y = k) = (1 — e Me "1y, (2).

d) Concluya que Y ~ Geom(1—e~?), es decir, Y tiene distribucién geométrica que cuenta el niimero
de fallos antes del primer éxito.

6. Calcule la densidad de las siguientes variables aleatorias definidas como transformaciones de varia-
bles con distribucién conocida. En cada caso, indique si la distribucién obtenida corresponde a una
distribucién clasica o conocida.

a) Sea X ~ Gamma(a, §) con densidad

5(1
I'(«)

Ix(x) =

x‘kle*ﬁwl(ow)(x).

Calcule la distribucién de Y = v/ X.
b) Sea X ~ Pareto(1, ), es decir, con densidad

fx(@) = Aa= 1 ) (2)

Calcule la distribucién de Y = log(X).
¢) Sea X ~ Exp()\). Calcule la distribucién de Y = e=*X.

7. Encuentre la funcién generadora de momentos, si existe, de una variable aleatoria con funcién de

densidad:
0 f@) = 7=

| EY
b) f(z) = 5677111{(35)

1N(£L'),

8. Sea X una variable aleatoria con varianza finita y con funcién generadora de momentos M (t). Demues-
tre que:

a) E(X) = M'(0)
b) E(X?) = M"(0)
¢) Var(X) = M"(0) - (M(0))?

9. Suponga que tenemos una variable aleatoria U ~ Unif(0, 1) y una funcién de distribucién acumulada
dada por

F(z) =1—-exp(—vz), z>0.



a) Use el método de la transformada inversa para obtener una férmula explicita para una variable
aleatoria X con esta funcién de distribucién en términos de U.

b) Genere una muestra de 10,000 valores de X utilizando su férmula y una secuencia de numeros
aleatorios U ~ Unif(0,1). Puede usar R, Python o Excel.

¢) Calcule la densidad de X

d) Grafique un histograma de los valores simulados y sobrepdéngale la densidad calculada en el inciso
anterior. Para hacer esto debe escalar la funcién de densidad por 10000 xlongitud de la barra del histograma.

10. Sea U ~ Unif(0, 1) y considere la funcién de distribucién acumulada

x > 0.

F(x) = T2 T >

a) Use el método de la transformada inversa para obtener una expresién explicita para una variable
aleatoria X con esta funcién de distribucién, en términos de una variable uniforme U.

b) Genere una muestra de 10,000 valores de X utilizando su férmula y una secuencia de ntumeros
aleatorios U ~ Unif(0, 1), empleando R, Python o Excel.

¢) Grafique un histograma de los valores simulados y sobrepéngale la densidad teérica:

1
2 1(0,00) ('T)

f(ff):m

11. La densidad de la distribucién Beta con parametros o y 8 estd dada por:

20711 — 2)f1
B(a,B)

donde B(«, f) es la funcién Beta normalizadora. Se desea simular una variable aleatoria con distribucién
Beta(3,2), que tiene una forma asimétrica, més sesgada hacia 1.

f(x) = 1j0,1)(x),

a) Proponga una distribucién de referencia g(x) adecuada para aplicar el método de aceptacién y
rechazo.

b) Calcule la constante ¢ > 1 tal que f(z) < ¢- g(x) para todo z € [0,1]. Determine ¢ para la
distribucién Beta(3,2).

¢) Describa el algoritmo de aceptacién y rechazo para generar una muestra de la distribucién Beta
Beta(3,2)

d) Genere 10,000 valores usando R, Python o Excel aplicando el método de aceptacién y rechazo.
Grafique el histograma de los valores generados y sobrepéngale la densidad de la distribucion Beta
Beta(3,2).

e) Repita el ejercicio con diferentes pardmetros o = 5,8 = 1 y compare los resultados en términos
de la forma de la distribucién generada.

1= w+y)dd
// T+a22+2 Y

Esta integral no tiene una solucién elemental, pero puede estimarse usando simulacién Monte Carlo.

12. Considere la siguiente integral:



a) Explique c6mo puede interpretarse esta integral como una esperanza matematica de una funcién
de variables aleatorias X,Y ~ Unif(0, 1) independientes.

b) Genere, en R, Python o Excel, N = 10,000 pares de variables aleatorias (X;,Y;) con distribucién
uniforme en [0,1] x [0, 1], y calcule la estimacién Monte Carlo de la integral:
~ 1 N e_(Xi2+Yi2)
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